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Balancierte Binar- und B-Baume

TN 1 DI

m Sie kennen die Kriterien um die Ausgeglichenheit von Binar-
Baumen zu bestimmen

m Sie kbnnen AVL Baume implementieren

m Sie wissen, was B-Baume und rot-schwarz Baume sind und
wie man sie einsetzt
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Suchen und Tiefe
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Suchen im Sortierten Binar Baum Zh

aw Engineering

Suche x im Baum B:
Wenn x == Wurzelelement gilt, haben wir x gefunden.

Wenn x > Wurzelelement gilt, wird die Suche im rechten Teilbaum von B
fortgesetzt, sonst im linken Teilbaum.

public Cbject search(TreeNode<T> node, T x) {

if (node == null) return node;

el se if (x.conpareTo(node.elenent) == 0)
return node;

el se if (x.conpareTo(node. el enent) <= 0)
return search(node.left, x);

el se
return search(node.right, x);

m Bei einem vollen Binarbaum mussen lediglich ~ Log, #Elemente Schritte
durchgefuhrt werden bis Element gefunden wird.

m Entspricht Aufwand fur bindres Suchen
m sehr effizient Bsp: 1000 Elemente -> 10 Schritte; 1'000'000 -> 20 Schritte
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Zugriffszeiten und Tiefe Zh schoaiar
aw

m Die Zugriffszeit (Such- und Einfligezeit) von Elementen ist proportional zur Tiefe
des Baumes

m Ziel: bei gegebener Anzahl /®\4®

Elemente einen Baum mit e

madglichst geringer Tiefe a a 60

<

m Probleme:

neue Knoten kbnnen nur unten angehangt werden
einzufigende Elemente sind meist nicht a priori bekannt
bei "unglticklicher" Reihenfolge entstehen sehr ungleichméassige, d.h. "unbalancierte” Baume
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Zh School of
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Balancieren
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Balanciertheit von Baumen Zh

aw Engineering

m bei einem vollen Baum sind alle bis auf die letzte Stufe voll geftllt
® ein Binarbaum mit n Elementen hat im Minimum eine Tiefe vonlﬁgz(n+1)_|

B wenn man Daten in beliebiger Reihenfolge in einen Binarbaum ,naiv* (wie bisher
,einfach so") einflgt, werden die beiden Teilbaume unterschiedlich schwer und

unterschiedlich tief sein.

/@\
St
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Tiefe im Mittel 2*log,n (bei gleichverteilten Daten)



Ubung zh sl
aw

m Zeichnen sie alle moglichen sortierten Binarbaume der Knoten mit den Werten
A,B,C auf

m Zeichnen Sie den sortieren Binarbaum auf, der beim Einfligen der Zeichenkette
entsteht THEQUICKBROWN

m Erstellen Sie einen optimal balancierten Baum mit den Buchstaben der
Zeichenkette: THEQUICKBROWN als Knotenwerten (Anfang des Satzes: "the
quick brown fox jumps over the lazy dog")

m Konnen Sie einen Algorithmus herleiten?
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Balanciertheit von Baumen Zh

aw Engineering

m Schlimmster Fall mdglich: z.B: Daten werden in sortierter Reihenfolge eingefligt

@

Vollstandig ausgeglichen: die Gewichte der beiden
Teilbaume unterscheiden sich maximal um 1
Analogie: "ein Mobile, das ausbalanciert ist" \@

—_— /@\ \@
uFE |2

m Der Baum degeneriert zur Liste:

w
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Ausgeglichenheit von Baumen: AVL- Zh
Bedingung AW 5

m AVL-Ausgeglichenheit: die Tiefen
der beiden Teilbaume
unterscheiden sich maximal um 1

m Beim Einflgen und Loschen sorgt man
dafur, dass die AVL-Ausgleichbedingung
erhalten bleibt.

m Vorteile
einfacher zu realisieren als Gewichtsbedingung
Degenierung zu einer Liste ist nicht mdglich
Suchoperationen sind schnell: O(log n)

m Nachteile

zusétzlicher Aufwand bei der Programmierung,
Einfigen und Loschen sind komplizierter
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Aufgabe Zh oot
aw

m Erfullt einer der beiden Baume das Kriterium der AVL-Ausgeglichenheit? Wenn
ja, welcher?

A) B)
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Operationen Zh il
aw

m Suchen und Traversieren unverandert (ist und bleibt ein Binarbaum)

m Beiallen Einflige- und Loschoperationen wird sichergestellt, dass die AVL-

Ausgleichsbedingung erhalten bleibt

es muss Buch geflhrt werden, wie tief die darunter gelegenen Teilbaume sind (pro Knoten eine
Zahl)

wird die Differenz zwischen linkem und rechten

Teilbaum > 1 muss etwas unternommen werden 4
B Zum Wiederherstellen der Ausgleichsbedingung 3 1
werden sog. Rotationen eingesetzt
2
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Einzelrotation
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Einzelrotation Rechts, Beispiel

Node rotateR(Node p) {
Node k = p.|;

p. | k. r;

K.r p;

retu ;

=~ 1

n k;
}
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Problemfalle bei der Einzelrotation

m kann nicht mit Einzelrotation balanciert werden:
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Doppelrotation Zh Sl
aw
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Doppelrotation, Beispiel RotateLR

-

Y

CKurt)
Cpani)
CEmiD
e



AVL Baum Implementation zh...

" Knoter

Engineering

m AVL Baum
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AVL Baum Implementation Zh
aw

m Rotation Methoden

A
£
2
ﬁﬁ
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AVL Baum Implementation zh —
aw

private TreeNode insert At (TreeNode p, T elenent) {
g if (p==null) {
u Elnfugen return new TreeNode<T>(el enent);

} else { : .
int ¢ = el ement. conpareTo((T) p.elenent): g!e'Che Wertg durfep
if (c ==0) { nicht mehr einfach links

p. count ++; eingeflgt werden
} else if (c <0) {

p.left = insertAt(p.left, elenent);
} else if (c >0) {

p.right = insertAt(p.right, elenent);

= Balancieren -

return bal ance(p);

}

private TreeNode<T> bal ance(TreeNode<T> p) {

\ if (p==null) return null;
if (height(p.left) - height(p.right) == 2) {
if (height(p.left.left) > height(p.left.right)) {
p = rotateR(p);
} else {
AN T

p =
}
} else if (height(p.right) - height(p.left) == 2) {
if (height(p.right.right) > height(p.right.left)) {
p =
} else {
p =
}
}
p. hei ght = Math. max(hei ght (p.left), height(p.right)) + 1;
return p;

}
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Zusammenfassung Binar-Baume zh...

aw Engineering

B Binar-Baume sind Baume mit 2 Nachfolgern

m Sortierte Bindr-Baume (auch Suchbaume genannt) erflllen zusatzlich das

Kriterium K <= aktueller Knoten und K > aktueller Knoten

links rechts

m Bei balancierten Baumen werden Duplikate im Knoten "gezahilt"

m Einfuge-/Losch und Suchoperationen sind einfach und effizient: wachsen mit
dem Log der Anzahl Knoten im Baum

B Die meisten Operationen konnen einfach rekursiv programmiert werden

m Zur Verhinderung, dass degenerierte Falle entstehen, kbnnen
Ausgleichsoperationen (Rotationen) angewandt werden

m Die Bedingung, dass der Hohenunterschied zwischen linkem und rechtem
Teilbaum maximal 1 ist, wird als AVL Ausgeglichenheitsbedingung bezeichnet

m Diese fuhren aber dazu dass Mutationen (etwas) aufwendiger werden
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Zh School of
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B-Baume
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B-Baume Zh Schoolof
aw

B Binar-Baume eignen sich gut fur Strukturen im Hauptspeicher

m Schlecht wenn Daten auf Disk liegen:
Viele wahlfreie (random) Zugriffe auf Daten

Random Access fur Disk ist sehr teuer
(Kopfpositionierzeit + Lesezeit ca. ~10ms)
Vergleich: Hauptspeicher Zugriff ~10 ns

m Idee: Baum so aufbauen, dass die wahlfreien Zugriffe auf Disk Blocke minimiert

wird.
maoglichst viel Information pro Diskblock
maoglichst breiter Baum, damit geringe Tiefe ~ Zugriffe
alle Knoten gleich gross (z.B. 1024 Bytes)
Baum ist immer ausgeglichen
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B-Baume: Baume mit n Nachfolgern Zh

aw Engineering

m "B" steht flr den Erfinder Rudolf Bayer (*1939)

m B-Baume werden bei der Konstruktion (Einfligen und L6schen) automatisch
balanciert.

® In einem B-Baum der Ordnung n enthalt jeder Knoten ausser der Wurzel
mindestens n/2 und hdchstens n Schlussel.

m Jeder Knoten ist entweder ein Blatt oder hat m+1 Nachfolger, wobei m die
Anzahl Schltssel des Knotens ist.

S1 S2 mZ\Sml\S

/T TN
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Engineering

..B-Baume: Baume mit maximal n Nachfolgern aZh

m Fir die Schltssel und Verweise qilt:

innerhalb eines Knotens sind alle Schlissel sortiert
alle Schlissel im j—1-ten Nachfolgerknoten sind kleiner,
alle Schlissel im j-ten Nachfolgerknoten sind grésser oder gleich

dem Schlussel s
m Alle Blatter liegen auf derselben Stufe

m Die inneren Knoten enthalten Schliissel und Verweise. Die Blatter enthalten die
Information.

/51/052...T .. Sm2 ’\Sm 1'\5

4V ERTANINN
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Anwendungen von B-Baumen: zh...

aw Engineering

m Organisation der Daten auf Disk mit fester
Blockgrosse, z.B. Windows NTFS-Filesystem.

m Ein Diskblock (Cluster) kann entweder Daten
enthalten oder n-1 Schitssel und n Verweise (auf Nachfolgerknoten).
n wird so gewahlt, dass die Diskbldcke optimal ausgentitzt werden.

B mit wenigen Diskzugriffen kann ein bestimmter Datensatz gefunden werden.
O(log N)

m Indexe in Datenbanken
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Beispiel eines B-Baums mit max 4 Schlisseln

10 20

25

S

30 40

School of
Engineering

zh
aw

2 5 7 8

13141518

22 24

26 27 28

32 35 38

41 42 45 46

School of Engineering

© K. Rege, ZHAW

26 von 38




Einflgen Zh S
aw

m Eingefligt wird immer in den Blattern.
m Einflgen innerhalb Knoten (solange Platz),

m sobald dieser voll : Uberlauf
Aufteilen in zwei Knoten und "heraufziehen" des mittleren Elements in den Vaterknoten
falls dieser Uberlauft: gleich verfahren

Uberlauf
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Beispiel einer Einflgeoperation: Aufteilen Zh

aw Engineering

22%

20 20 30

7 1015 18 | 22|26 30 35 40 7101518 || 2226 35 40

Naturlich kann dabei der Vater-Knoten ebenfalls Uberlaufen. In Extremfallen
kann dies bis zur Wurzel propagieren. Dann andert sich die Hohe des
Baumes =» B-Baume wachsen von den Blattern zur Wurzel.

School of Engineering © K. Rege, ZHAW 28 von 38



Loschen

m Zu léschendes Element ist in einem Blatt

m Zu loschendes Element ist einem inneren Knoten /
gleich verfahren wie bei Binarbaum: Ersatzwert suchen

Zh School of
aw Engineering

\
20 30 18 30
7%
7 101518 || 2226 35 40 71015  |[2226 35 40
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Loschen: Verschmelzen von Knoten

Unterlauf. Ein Knoten enthalt weniger als n/2 Schltissel.

m "Ausleihen" bei einem Nachbarknoten

oder

18 30

v

Zh School of
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18 35

/

T,

7 1015 2275 35 40 50 60 7 1015 2230 | | 405060
m Zwel benachbarte Knoten kbnnen zu einem zusammengefasst
18 30 T 18
71015 (2226 |35 46 71015 || 223035 40
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Suchen Zh Schoolof
aw

1) den Wurzelblock lesen

2) gegebenen Schltssel S auf dem gelesenen Block suchen
3) wenn gefunden, Datenblock lesen fertig

4) ansonsten i finden, sodass S, < S < S,

5) Block Nr i einlesen, Schritte 2 bis 5 wiederholen

Tiefe des Baumes |_Iog Anzahl Verweise ANZaNI Elemente_l
Anzahl Zugriffe: proportional zu Tiefe des Baumes

Annahme: mehrere hundert Schllssel und Verweise pro Block -> Tiefe des Baumes
selten grosser als 5 bis 6
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Zh School of
aw Engineering

Rot-Schwarz Baume
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B-Baume im Hauptspeicher Zh Sehoolor
aw

m B-Baume mit maximal 4 Nachfolgern; 2-3-4 Baume (= Ordnung 4)
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Rot-Schwarz Baume Zh soholof
aw

m Grosse Knoten werden durch Binarbaume mit "roten" Kanten/Knoten

implementiert
man spricht deshalb auch von roten Knoten/Kanten

m Ausgleichverfahren so dass Rot-Schwarz Bedingungen erhalten bleiben
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Rot-Schwarz Bedingung az‘” Sehoolof

1. Jeder Knoten im Baum ist entweder rot oder schwarz.
2. Die Wurzel des Baums ist schwarz.

3. Jedes Blatt (NIL-Knoten) ist schwarz.

4. Kein roter Knoten hat ein rotes Kind.

5. Jeder Pfad, von einem gegebenen Knoten zu seinen Blattknoten, enthalt die
gleiche Anzahl schwarzer Knoten (Schwarzhohe/Schwarztiefe).

m B-Baum Ausgeglichenheit
Fur die Tiefe zahlt man nur die Schwarzen Knoten -> Max 2* Knoten
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Rot-Schwarz Eigenschaften Zh sohenlof
aw

m Auf eine rote Kante muss immer eine schwarze Kante folgen
m Vorteil: Einfachheit von Binarbdumen und Ausgeglichenheit von B-Badumen

m Weniger gut balanciert als AVL Baum, aber Einflige und Loschoperationen sind
schneller.
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Eigenschaften von Baumtypen zh ——
aw

®m Binarbaum
allgemeine Grundform, einfach in der Implementierung

m B-Baum:

Optimiert fir Massenspeicherzugriff. Es gibt mindestens n/2 Unterbaume. Dadurch wird der Baum
weniger hoch
= weniger Plattenzugriffe notwendig

m 2-3-4 Baum

B-Baum mit max. 4 Nachfolgern

m Rot-Schwarz Baum:

Durch "Farben" der Kanten/Kanten kann 2-3-4 Baum als Bindrbaum implementiert werden:
java.util. TreeMap

m Splay-Tree (nicht behandelt):
Knoten, auf welche oft ein Zugriff erfolgt, werden zum root-Knoten rotiert.
Zugriff wird schneller (self-adjusting strategy)
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Zusammenfassung zh...

aw Engineering

m Balancieren von Baumen

Super-Balanciert: Gewicht von linkem und rechtem Teilbaum +/-1
AVL-Balanciert: Tiefe unterscheidet sich nur um +/-1
einfach und doppel-Rotationen

m B-Baume
bis n Nachfolgeknoten

m 2-3-4 Baume (Spezialfall eines B-Baums mit n=4)
bis zu 4 Nachfolgeknoten
rot-schwarz Baume 2-3-4 Baume als Binarbaume

School of Engineering © K. Rege, ZHAW 38 von 38



